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命题逻辑的表达能力 
 自然语言：如果所有人是会死的，并且苏格拉底是
一个人，那么，苏格拉底是会死的。 

 命题逻辑： P Ø Q ­ R ，其中 

•P表示“每个人都是会死的”， 

•Q表示“苏格拉底是一个人”， 

•R表示“苏格拉底是会死的”。 

 存在问题：自然语言表达的永真命题，表达为命题
逻辑子句不是永真式。 
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语句特性 
 语句分为简单句和复合句。 

 复合句分解为简单句 

•用联接词“并且”、“或者”、“否定”、“如果…则
…”、“当且仅当”、“既不…也不…”等表示的简单句 

 进一步分析简单陈述句 

•语句分解为主谓结构，或主谓宾结构等，如用“...是...”
表示一个简单陈述句。 

•如果每个---是---，并且---是---，那么，---是---。 

 用“所有...”，“存在...”进一步修饰一个陈述句的主语
或宾语。 
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个体、谓词与命题 
 研究的对象统称为个体 

•记为a, b, c等，或 a1, ..., an等 

 表达个体的变量称为个体变量，简称变量。 

•记为x, y, z等，或 x1, ..., xn等 

 表示个体的性质，或表示个体之间的关系的词，称为谓词 

•谓词表示为Q(x1, ..., xn)形式，其中Q是谓词，x1, ..., xn是个体变量 

–如果谓词形式是Q(x)，则表示个体x有Q性质； 

–如果谓词形式是Q(x1,. .., xn)，则表示个体x1, ..., xn之间有Q关系； 

–Q(x)是一元谓词，Q(x, y)二元谓词，Q(x1, ..., xn)是n元谓词 

 由谓词和个体构成了简单命题；由谓词和个体变元构成了简
单命题形式 

•命题： Q(a, b) 

•命题形式： Q(x, y) 
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量词、谓词与命题 
 全称量词（ " ）：表达所有个体具有某性质或关系的词 

•"x是量词，表示所有x 

–"xQ(x)：表示所有个体x都有Q性质； 

–"x"yR(x, y)：表示所有个体(对)x, y都有R关系 

 存在量词（ $ ）： 表达至少存在一个个体具有某性质或
关系的词 

•$ x是量词，表示存在x 

–$ xQ(x)：表示存在个体x有Q性质； 

–$ x$yR(x, y)：表示存在一对个体x, y有Q关系 

 由谓词和量词也构成了命题 

•命题："xQ(x) 
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论域 
 定义：论域是一个数学系统，记为D。它由三部分组成： 

• (1)一个非空对象集合D； 

• (2) 一个关于D的函数集合,也称运算； 

• (3)一个关于D的关系集合。 

 习惯用法将论域D用非空对象集合D表示。 

 在自然数论域中 

•有自然数集合N 

•有运算集合{+, ×}，其中“+”表示加法，“×”乘法； 

•有关系集合{=, ≤}，其中“=”表示等关系，“≤”表示小于等于关
系。 

 在整数论域中 

•有整数集合I； 

•有运算集合{+, -，×}； 

•有关系集合{=, ≤} 
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命题与论域 
 通常，对各种不同论域的命题进行逻辑分析，其结果能
应用于各种不同论域。因此，个体变元不仅仅作用于某
一个论域，而作用于所用的论域。 

 命题：存在自然数x是素数。 

•存在x，x是自然数并且x是素数。 

•Q(x)：x是自然数；R(x)：x是素数； 

•$x(Q(x) ØR(x)) 

 命题：所有自然数x，有x=x。 

•所有x，如果x是自然数，那么x=x。 

•Q(x)：x是自然数； 

• "x(Q(x) ­ x=x)) 
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 "x"yQ(x, y)： 

•所有的x和所有的y有关系Q(x, y) 

 "x $yQ(x, y) ： 

•所有的x，都存在(至少)一个y有关系Q(x, y) 

 $ x"yQ(x, y) ： 

•存在(至少)一个的x和所有的y有关系Q(x, y) 

 $ x$ yQ(x, y) ： 

•存在(至少)一个的x，存在(至少)一个y有关系Q(x, y) 
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 命题1 

•每一自然数都有比它大的数。 

 分析 

•对于每一x，如果x是自然数，那么有自然数y，并且x<y。 

•Q(x)： x是自然数 

•"x (Q(x) ­$y(Q(y) Ø x<y)) 
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 命题2 

•每一自然数都有一后继 

 分析 

•对于每一x，如果x是自然数，那么有另一自然数y，并且
S(x)=y。 

•Q(x)： x是自然数； 

•S(x)：后继函数 

•"x (Q(x) ­$y(Q(y) Ø S(x)=y)) 
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 命题3 

•对于所有自然数，有大于它的素数。 

 分析 

•对于所有x，如果x是自然数，则有y，使得y是素数并且
y>x。 

•令F(x)表示 “x是自然数”； 

•G(x)表示“x是素数”； 

•H(x,y)表示“x大于y” 

 命题就表示为"x(F(x) ­ $y(G(y) ØH(y, x))) 

 



计算机学院 

13 计算机学院 13 

 命题4： "x"y(x<y ª$z(S(z)+x=y)) 

 在自然数论域中 

•"x(N(x) ­0≤x)是真，$x (N(x) Ø"y(N(y) ­ x≤y))是真，
"x"y(N(x) ØN(y) ­ (x + y = y + x))是真；                          
"x"y(N(x) ØN(y) ­ (x + y≤y))是假。 

 在整数论域中， 

•"x(I(x) ­ 0≤x)是假；$x(I(x) Ø"yI(y) ­ x≤y)是假， 

•"x"y((I(x) ØI(y) ­ (x + y = y + x))是真 

•"x"y(I(x) ØI(y) ­ (x + y≤y))是假。 

 在论域上的命题 

•有些命题在自然数论域和整数论域中都为真； 

•有些命题在自然数论域中为真，而在整数论域中为假； 

•有些命题在自然数论域和整数论域中都为假。 
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 极限定义 

 

 对于每个ε>0，存在δ>0，使得 

•如果|x-a|<δ，则|f(x)-b|<ε 

 "ε$δ(ε>0 ­δ>0 Ø (|x-a|<δ) ­ (|f(x)-b|<ε)) 
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科学理论、论域与结构 
 《逻辑与演绎科学方法论导论》 

 每一种科学理论都是许多语句组成的系
统，这些语句都是被断定为真的，可以
叫做定律或断定了命题，或者，就简单
的称谓命题。 

 在数学中，这些语句都按照一些规则一
个接着一个排成确定的序列。在数学中
，这些语句的正确性都要建立起来。建
立语句的正确性，就叫做证明。被证明
过的语句，就是我们所谓的定理。 

                                         ——塔尔斯基 

Alfred Tarski 
1902-1983 
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科学理论、论域与结构 
 科学理论：数学、物理学、计算机科学与技术 

•论域：研究对象构成的非空集合； 

•函数：对象到对象的映射； 

•关系（性质）：对象之间到真值映射； 

 指定某些对象、函数和关系作为初始元素。由它们定义其它
的对象、函数和关系。 

 论域和指定的对象、函数和关系构成一个结构。 

•自然数的结构由论域N（自然数集），指定的个体0（零），以及函
数，' （后继），+（加）和× （乘）、关系=（相等）构成，记作
<N, ' ,+, ×,=,0> 

 科学理论就是研究各种结构，是研究关于各种结构的论域和
指定的个体，关系和函数的命题。 



计算机学院 

17 计算机学院 17 

提纲 
 2.1谓词和量词 

 2.2谓词逻辑语法 

 2.3谓词逻辑语义 

 2.4可满足性与有效性 

 2.5相等关系和推论关系 

 2.6合式公式变换 

 2.7在数据库中的应用 

 

 



计算机学院 

18 计算机学院 18 

谓词逻辑语言 
 谓词逻辑语言，又称一阶逻辑语言 

•逻辑符号：包括变元、联接词、量词； 

•非逻辑符号：包括常元、函词、谓词； 

•仅有个体变元； 

•按形成规则构成的合式公式集合 

 谓词逻辑，也称为狭义谓词逻辑 

•谓词都是关于个体的性质或关系，而不涉及关系的性
质或关系之间的关系； 

•函数是关于个体的函数； 

•量词只作用于个体变元。 

 谓词逻辑语言适用于分析和表示所研究的各种命题或
命题形式。 
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语法：字符集 

 逻辑符号，包括变元、联接词、量词、逗号以及括号等： 

•变    元：x1, x2, … 

•联接词：Ø, Ù, ×, ­, ª, Ä 

•量    词：",  $ 

•逗    号：,  

•括    号：(, ) 

 非逻辑符号，包括常元、函词、谓词等： 

•常    元：c1,  c2 , … 

•函    词：f1
1,  f2

1, ......；  f1
2, f2

2, ...... 

•谓    词：P1
1, P 2

1, ......； P 1
2, P 2

2, .... 
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语法：项形成规则 

 定义：项 

•(1) 个体常元是项； 

•(2) 个体变元是项； 

•(3) 若是t1, …, tn项，f i
n是n元函词，则f i (t1,…,tn)是项。 

 注：个体常元、个体变元和函词都是不表示任何意义的
抽象符号 – 区别于语法。 

•a, b, c是个体常元；  

•x, y是个体变元,； 

•f 1
1是1元函词，f 1

2是2元函词 

•f 1
2(a,  f 1

1(x))是项；而f 1
2(a,  b, c)不是项，f 1

2不是3元函词 
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语法：合式公式形成规则 

 定义：合式公式是按如下规则构成的有穷长符号串。 

 (1) 若t1,…,tn是项，Qi
n是n元谓词，则Qi

n(t1,…,tn)是合式公式; 

 (2) 若Q是合式公式，则(×Q)是合式公式； 

 (3) 若Q和R是合式公式，则(Q Ø R)、(Q Ù R)、(Q ­ R) 、(Q 
ª R)及(Q Ä R)是合式公式； 

 (4) 若Q是合式公式，x是变元，则("xQ),($xQ)是合式公式。 

 (5)只有有限次应用(1)—(4)构成的公式是合式公式。 
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谓词逻辑语言 
 一阶逻辑语言抽象表示 

ÅL  = <{f1, ...,fm},{P1, ...,Pn}, {c1, ...,ck}> 

 在逻辑语法研究中， 

•合式公式是由构成规则确定的有穷长符号串序列，仅
仅是抽象符号串。 

•合式公式不指称任何对象，也不表示任何意思。 

•合式公式不表示任何语句的内容，也不表示公式的意
义，具有高度的抽象性。 

•人们对于同一个合式公式的理解都相同，不会产生二
义性。 
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子公式 
 定义：若公式R在公式Q中出现，称R为Q的子公式。 

 例如公式Q(f(a), b) ­"x(P(x) ­Q(f(x), g(x, c)))的子公式有: 

•Q(f(a), b)， 

•P(x)， 

•Q(f(x), g(x, c))， 

•"x(P(x) ­Q(f(x), g(x, c))) 

• Q(f(a), b) ­"x(P(x) ­Q(f(x), g(x, c))) 

•… 
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约束变元和辖域 
 定义：若("xQ)(或$xQ)是公式，则称变元x在公式("xQ) (或
$xQ)中为约束出现，称x是约束变元，并称 x出现的辖域为
Q。 

 例如在公式"x(Q(x) ­$yR(x, y))中： 

•变元x, y都是约束出现； 

•变元x出现的辖域为Q(x) ­$yR(x, y)； 

•变元y出现的辖域为R(x, y)。 
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自由变元、基项与语句 
 定义： 

•如果变元x在公式Q中的出现不是约束出现，则称x在Q中为自
由出现。 

•在公式Q中有自由出现的变元称为Q的自由变元，将Q中自由变
元的集合记为Var(Q)。 

•例如变元z在公式"x (Q(x,z) ­$x$yR(x, y))中是自由出现，变元
x,y都是约束出现。 

•x有两次约束出现，表示它们是同名的两个不同变元。 
–其中一个变元x的辖域是Q(x,z) ­$x$yR(x, y)，而另一个变元x的辖域是
$yR(x, y)。 

–辖域是Q(x,z) ­$x$yR(x, y)的x与辖域是$yR(x, y)的x是同名的不同变元。 

 定义：不出现变元的项称为基项。 

 定义：没有自由变元的公式称为语句。 
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命题和命题形式 
 没有自由变元的合式公式是命题 

 含有自由变元的合式公式是命题形式 

 

 用量词把命题形式中的自由变元全部约束之后，就得一
个命题。 

 关于量词的推理规律是与变元的自由出现和约束出现相
联系的。 

 谓词逻辑主要研究量词的逻辑性质，因此称为做量词理
论。 
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函词选择 
 一般说来，就研究数学语言和数学证明来说，在谓词
逻辑语言中通常需要包括函词。 

 对于研究一般推理形式和规律来说，谓词逻辑也可以
完全不涉及函词。 

 由谓词和常元组成命题，由谓词和个体变元组成的公
式是命题形式。 

 由函词和个体构成的项指称个体，而不是命题。函词
和个体变元组成的表达式是项形式而不是公式（命题
形式）。 

 在分析命题的形式时，可以自由选择是否使用函词。
虽然函词不是必不可少，但毕竟是不同于谓词的一种
命题成份，有时表达命题比较方便。 
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谓词逻辑公式的直观说明 

 合式公式："x(Q(x) ­R(x, x))             (1) 

•一个没有任何意义的符号串。 

•当确定论域，把谓词Q、R指定为论域中的一个一元关系
及二元关系后，就具有确定的意义。 

•选择有多种可能性 

 例如，论域是自然数集N，Q(x)表示 x自然数， 

•若把谓词符号R指定为N中的二元关系≤，那么(1)就表示
下面的真命题 

–"x(Q(x) ­ x ≤x) 

•若把谓词符号R指定为N中的二元关系<，那么(1)就表示下
面的假命题 

–"x(Q(x) ­ x <x) 
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谓词逻辑公式的直观说明 
 当公式中含有函词时，那么对公式的指定除了确定
一个论域和谓词，还必需把n元函词指定为论域中的
n元函数，例如，考虑公式 

 "x(Q(x) ­ f(x,  a) = x)            （2） 

 以实数集R为个体域， Q(x)表示 x实数， 

 若把f指定为加法运算+，常元a指定为个体0，(2)就表示真
命题 

  "x(Q(x) ­ (x + 0 = x)) 

 若把f指定为乘法运算× ，常元a指定为个体0，(2)就表示
假命题 

 "x(Q(x) ­ (x×0 = x)) 
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谓词逻辑公式的直观说明 
 闭公式经指定论域、谓词和函词后成为命题。 

•不含有自由 (个体)变元的公式称为闭公式。 

 当一个公式中包含有自由变元时，在经指定 论域、谓
词和函词后，得到的还不是命题，而是命题形式。 

 若以自然数集N为论域，指定Q(x)表示x是自然数，R
是关系≤，结果是命题形式: 

•    "y(Q(y) ­ x ≤y) — x是自由变元 

 只有在对个体变元指定确定的值（个体域中的个体）
后，才得到一个命题 

•对x指定为0， "y(Q(y) ­ 0≤y) ； 

•对x指定为1， "y(Q(y) ­ 1≤y) ； 
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语义：解释 

 定义：设D是论域，一个解释I 由以下三部分组成： 

  (1) 对于每个常元c，指派D I中一个元素cI。 

 (2) 对于每个n元函词f，指派一个D 上的一个n元运算f I。 

 (3) 对于每个n元谓词Q，指派一个D 上的一个n元关系QI。 

 解释作用 

•常元c，指派一个论域上的常量； 

•n元函词，指派一个论域上的n元函数； 

•n元谓词，指派一个论域上的n元关系； 

•经过解释以后确定了合式公式中的常元、函词和谓词到论域中
常量、函数和关系之间的对应。 
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语义：结构 

 定义：给定一阶语言L以及论域D和解释I，             
偶对<D,  I>称为L的结构，记为S = <D, I>。 

 在一阶语言L中 

•联接词、量词； 

•常元、函词、谓词； 

•变元 

 在结构S = <D, I>中 

•逻辑运算、量词； 

•常量、函数、关系； 

•变量 
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语义：赋值 

 定义：从变元到论域D 的函数称为I中的赋值，记为
σ:V­D。 

•σ[x/a, y/b](x)=a，x ÍV，a ÍD 

•σ[x/a, y/b](y)=b，yÍV，a ÍD 
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语义：模型 

 定义：给定一阶语言L以及它的结构S和赋值σ，偶对   
<S, σ>称为L的模型，记为M=<S, σ>。 

 模型规定了项和公式的意义，即给定一个语言L，模型
规定了项和公式的意义。 

•命题：结构也是模型； 

•命题形式：结构及赋值是模型 
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语义：运算符与量词 

 合式公式的×、Ø、Ù、Ä 、­、ª运算符的语义指派为
相应的逻辑真值集合上的运算。量词符",$指派为逻辑
量词",$。 

 逻辑真值运算如下： 

 ×,：{0,1}­{0,1} 

 Ø：{0,1}×{0,1}­{0,1} 

 Ù：{0,1}×{0,1}­{0,1} 

 ­：{0,1}×{0,1}­{0,1} 

 ª：{0,1}×{0,1}­{0,1} 

 Ä：{0,1}×{0,1}­{0,1} 
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语义：项 

 定义：设L是一阶语言， D是论域，I是解释，语言L的项t的
语义是D中一个对象，记为σI(t)，简记为σ(t) 。 

 (1) 若t是常元a，则σ(t) =aI。 

 (2) 若t是变元x，则σ(t) = σ(x)。 

 (3) 若t是f (t1, t2, …, tn)，则σ(t) = f I(σ(t1), σ(t2), …, σ(tn))。 

 

 给常元a指派论域上一个个体aI来表示它的语义； 

 给变元x指派论域上一个个体σ(x)来表示它的语义； 

 给函词f (t1, t2, …, tn)的函词符f指派一个函数f I，给项t1, 
t2, …, tn指派σ(t1), σ(t2), …, σ(tn)来表示它的语义。 
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语义：项 

 例题：设f, g是二元函词，论域是自然数论域，在模型M=<S, 
σ>下，fI是自然数加法，gI是自然数乘法，aI=3，σ(x)=4。 

 σ(f(g(x, a), f(a,x))) 

 =fI(σ(g(x,a)), σ(f(a,x))) 

 =fI(gI(σ(x), σ(a)), fI(σ(a), σ(x))) 

 =fI(gI(σ(x), aI), fI(aI, σ(x))) 

 =fI(gI(4, 3), fI(3, 4)) 

 =+(×(4, 3), +(3, 4)) 

 =+(12, 7) 

 =19 
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语义：公式 

 定义：  给定一阶语言L，结构S=<D, I>和赋值函数
σ:V­D，t1, t2, …, tn是项。则在模型M=<S, σ>下，公式
P, Q, R的语义是确定的逻辑真值。 

 (1) 若P是Q(t1, t2, …, tn)，则σ(P) = QI(σ(t1), σ(t2), …, σ(tn))。 

 (2) 若P是×Q，则σ(×Q) = ×σ(Q)。 

 (3) 若P是QØR，则σ(QØR) =σ(Q) Øσ(R)。 

 (4) 若P是QÙR，则σ(QÙR) =σ(Q) Ùσ(R)。 

 (5) 若P是Q­R，则σ(Q­R) =σ(Q) ­σ(R)。 

 (6) 若P是QªR，则σ(QªR) =σ(Q) ªσ(R)。 

 (7) 若P是QÄR，则σ(QÄR) =σ(Q) Äσ(R)。 
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语义：公式 

 (8) 若P是"xQ(x)，则 

 

 

 

 (9) 若P是$xQ(x)，则 
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 语句P对公式Q的解释有三种情况。 

•有些公式在一些解释下为真，在另一些解释下为假； 

•有些公式在任何解释下为真； 

•有些公式在任何解释下为假。 
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 在指定论域上，对于一阶逻辑语言L 

•解释 
–将常元指称为论域中某个体； 

–将谓词指称为论域上的关系； 

–将函词指称为论域上的函数。 

•赋值 
–将个体变元指称为论域中的个体。 

 一阶逻辑语言的解释，是确定该种语言里的符号表达式同某
个论域之间的联系。 

 论域和解释构成了结构。 

 结构和赋值构成了模型。 

 一阶逻辑语言的语义就是在模型上的逻辑真值。 

结构 S = 论域D + 解释I 

模型M = 结构S + 赋值ů 
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合式公式、合式公式集合与模型 
 研究合式公式或合式公式集合 

•Q 

•Γ= {Q1, ..., Qn} 

 在一个模型上具有的性质； 

 在所有模型上具有的性质 

 

真值性 永真性 相等性 推论性 
存在模型 可满足性 模型永真 模型等值 模型推论 
所有模型 有效性 逻辑永真 逻辑等值 逻辑推论 
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提纲 
 2.1谓词和量词 

 2.2谓词逻辑语法 

 2.3谓词逻辑语义 

 2.4可满足性与有效性 

 2.5相等关系和推论关系 

 2.6合式公式变换 

 2.7在数据库中的应用 
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主要问题 
 有些公式在一些模型下为真，而在另一些模型下为假。 

•例如：公式$x"yR(x,y)和"y$xR(x,y)， 

•在自然数论域中 
–谓词R(x,y)解释为关系≤，有公式$x"y(x≤y)和"y$x(x≤y) 

–最小数为0  

–在结构<UN, I>上，σ ($x"y(x≤y))=1和σ"y$x (x≤y))=1。 

•在整数论域中 
–谓词R(x,y)解释为关系≤，有公式$x"y(x≤y)和"y$x(x≤y) 

–在结构<UI, I>上，σ ("y$x (x≤y))=1，而σ ($x"y(x≤y))=0。 

 有些合式公式在任意模型下都为真，如"xQ(x)Ù× "xQ(x)。
有些合式公式在任意模型下都为假，如"xQ(x)Ø× "xQ(x)。 

 主要工作 

•求证一个公式在什么模型下为真或为假； 

•或者求证一个公式在所有的模型下是为真还是为假。 
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可满足性：公式 

 定义：给定一阶语言L和它的公式Q，如果存在模型M=<S, 
σ>，使得σ(Q)=1成立，则称公式Q关于模型 <S, σ>是可满
足的，简称Q可满足。 

 

 定义：给定一阶语言L和它的公式Q，如果不存在模型
M=<S, σ>，使得σ(Q)=1成立，则称公式Q是不可满足的。 

 

 如果模型<S, σ>满足Q，记为M ╞ Q。 

 如果模型<S, σ>不满足Q，记为M | Q̧。 
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 在自然数论域中 

•其模型M1=<N, σ> 上， M1 ╞ $x"y(x≤y)。 

 在整数论域中 

•其模型M2=<I, σ>上， M2 ╞ "y $x (x≤y)。 

 在整数论域中 

•其模型M2=<I, σ>上， M2 |  ̧$x"y(x≤y)。 
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 定义：给定一阶语言L和它的公式集合Γ= 
{Q1, ..., Qn}。如果存在模型M=<S, σ>，使得
对于每个公式Qk (QkÍΓ)，σ(Qk)=1成立，则称
公式集合Γ关于模型<S, σ>是可满足的，简称
Γ可满足，也称模型<S, σ>满足Γ，记为M ╞ Γ
，也记为σ(Γ)=1。 

可满足性：公式集 
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可满足性：公式集 

 定理：给定一个语言L, 设Γ= {Q1,...,Qn}，Q1,...,Qn是它的n 个
公式(n≥1)， M=<S, σ>是模型， 有σ(Γ) = 1 当且仅当
σ(Q1Ø...ØQn) = 1。 

 证明： 

 σ(Γ) = 1当且仅当 

 σ(Q1 )=1Ø...Ø σ(Qn) = 1当且仅当σ(Q1 )Ø...Ø σ(Qn) = 1 

 σ(Q1 )Ø...Ø σ(Qn) = 1当且仅当σ(Q1Ø...ØQn) = 1 

 所以， σ(Γ) = 1当且仅当σ(Q1Ø...ØQn) = 1 

 证毕 
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有效性 
 定义：若合式公式Q对于一阶语言L的任意模型M=<S, 
σ>均可满足，即对任意结构S和任意赋值σ成立，则称公
式集合Q是永真的或有效的，记为╞ Q。 

 定义：若合式公式集合Γ对于一阶语言L的任意模型
M=<S, σ>均可满足，即对任意结构S和任意赋值σ成立，
称公式集合Γ是永真的或有效的，记为╞ Γ。 

 定义：若公式Q对于一阶语言L的任意模型M=<S, σ>均
不可满足，即对任意结构S和任意赋值σ都不成立，称公
式Q是永假的，记为|  ̧Q。 

 定义：若公式集合Γ对于一阶语言L的任意模型M=<S, σ>
均不可满足，即对任意结构S和任意赋值σ都不成立，称
公式集合Γ是永假的，记为|  ̧Γ 。 
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 公式永真式有两类 

•一类公式的永真性是由联结词的性质决定的，它
与量词的意义无关，这类永真式也称为重言式 
–如"xQ(x) ­($xR(x)­"xQ(x))为真，它与谓词意义无关
，仅由联结词的性质决定，Q­(R­Q)是永真式； 

•一类永真式的永真性是由量词的意义决定的 
–如"xQ(x)­ Q(x)，Q­R不是永真式，"xQ(x)­Q(x)的
用真值性是由谓词意义决定的，这类永真式不是重言
式。 

注：在谓词逻辑中，重言式只是永真式的一个真子集！ 
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可满足性和有效性 
 可满足性和有效性是重要的语义概念，它们之间有密切
联系。 

 定理4.1.1 

 (i)A是可满足的，当且仅当× A不是有效的． 

 (ii)A是有效的，当且仅当× A是不可满足的． 
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 关于重言式，我们可以证明一切重言式都是普遍有效的
。反之则并不必然。 

 给出了解释、赋值、满足、重言式、普遍有效等慨念。
它们刻划了语言符号及其意义之间关系，是现代逻辑语
义学中的基本概念。 
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提纲 
 2.1谓词和量词 

 2.2一阶谓词逻辑语法 

 2.3一阶谓词逻辑语义 

 2.4可满足性与有效性 

 2.5等价关系和推论关系 

 2.6合式公式变换 

 2.7在数据库中的应用 
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等价关系 
 定义：给定一阶语言L及它的两个公式Q, R，如果存
在模型M=<S, σ>，使得σ(Q) = σ(R), 则称Q与R是在
模型M等值，记为QÚMR。 

 定义：如果对于任意模型模型M=<S, σ>，都有 σ(Q) 
= σ(R), 则称Q与R是逻辑等价，记为QÚR。 
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存在和全称量词 
 定理：给定一阶语言L, 设x 是变元, Q是L 的公式. 则 

 (1).×"xQÚ$x×Q 

 (2). ×$xQÚ"x×Q 

 

 (1) 证明：×"xQÚ$x×Q 

 对于任意论域D，对于任意模型M=<S, σ> 

 σ(×"xQ) 

 = × σ("xQ) 

 =×Q[x/d]  

 = σ($x×Q) 

 因此，×"xQÚ$x×Q 

 证毕 
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存在和全称量词 
 (2)证明：×$xQÚ"x×Q 

 对于任意论域D，对于任意模型M=<S, σ>， 

 (a).如果σ(×$xQ) =1，则有× σ($xQ) =1，即σ($xQ) =0。 

 所有dÍD，有Q[x/d]=0，即×Q[x/d]=1。 

 因此，有σ("x×Q) =1。 

 如果σ(×$xQ) =1，则σ(×$xQ)= σ("x×Q)  

 (b).如果σ(×$xQ) =0，则有× σ($xQ) =0， σ($xQ) =1。 

 存在dÍD，有Q[x/d]=1。 

 因此，有σ("x×Q) =0. 

 如果σ(×$xQ) =0，则σ(×$xQ)= σ("x×Q)。 

 σ(×$xQ)= σ("x×Q) 

 ×$xQÚ"x×Q 

 证毕 
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 定理： 

 (1) "xQ(x) Ú"y Q(y) 

 (2) $xQ(x) Ú $y Q(y) 

 (3) "x"y Q(x,y) Ú "y"xQ(x,y) 

 (4) $x$y Q(x,y) Ú $y$xQ(x,y)  

 (5) "x(Q(x) ØR(x)) Ú ("xQ(x) Ø"xR(x))  

 (6) $x(Q(x)ÙR(x)) Ú ($xQ(x) Ù$xR(x)) 

 
思考1： $x(Q(x)ØR(x))  Ú ($xQ(x)Ø$xR(x))？  

思考2： "x(Q(x)ÙR(x)) Ú ("xQ(x) Ù " xR(x)) ？  



计算机学院 

59 计算机学院 59 

 定理：设x不是R的自由变元 

 (1) "x(QÙR) Ú"xQÙR 

 (2) "x(QØR) Ú"xQØR 

 (3) "x(Q­R) Ú$xQ­R 

 (4) "x(R­Q) Ú R ­"xQ 

 (5) $x(QÙR) Ú$xQÙR 

 (6) $x(QØR) Ú$xQØR 

 (7) $x(Q­R) Ú"xQ­R 

 (8) $x(R­Q) Ú R ­$xQ 
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 定理： 给定一阶语言L, 设x 是变元, Q, R 是L 的公式. 则 

 (1) 若Q(x)ÚR(x), 则"xQ(x)Ú"xR(x)。 

 (2) 若Q(x)ÚR(x), 则$xQ(x)Ú$xR(x)。 

 

 证明：若QÚR, 则"xQÚ"xR。 

 因为QÚR，所以，对于任意模型M=<S, σ>，有σ(Q) = σ(R)。 

 对于任意论域D，对于所有dÍD，有Q[x/d] ÚR[x/d]。 

 因此，"xQÚ"xR 

 证明：若QÚR, 则$xQÚ$xR。 

 因为QÚR，所以，对于任意模型M=<S, σ>，有σ(Q) = σ(R)。 

 对于任意论域D，存在d，dÍD，有Q[x/d] ÚR[x/d]。 

 因此，$xQÚ$xR。 

 证毕 
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推论关系 
 定义：给定一个语言L , Γ是一个公式集合, Q 是一个公式。若
存在模型M=<S, σ>，使得当σ(Γ)=1时有σ(Q)=1，则称Q 是Γ
关于模型的逻辑推论，记为Γ╞MQ。 

 

 定义：给定一个语言L , Γ是一个公式集合, Q 是一个公式。若
对于任意模型M=<S, σ>，使得当σ(Γ)=1时有σ(Q)=1，则称Q 
是Γ逻辑推论，或称Γ语义推出Q，记为Γ╞Q。 

 

 定义：若Γ= {Q1,..., Qn}，也可记为Q1, ..., Qn╞Q。 

 

 若Γ是空集合，则记为╞Q。 



计算机学院 

62 计算机学院 62 

 定理：╞Q 当且仅当Q 是永真式。 

 证明： 

 对于任意模型M=<S, σ>，都有σ(Q)=1。 

 因此，Q是永真式。 

 反之亦然。 

 证毕 
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 定理：给定一个语言L 及它的公式Q1,...,Qn,Q，则
Q1,...,Qn╞Q当且仅当Q1Ø...ØQn­Q是永真的。 

 证明： 

 对于任意模型M=<S, σ>，使得1≤k≤n ， σ(Qk)=1时，
有σ(Q)=1。 

 即当σ(Q1Ø...ØQn)=1，有σ(Q)=1。 

 因此σ(Q1Ø...ØQn­Q)=1。 

 所以，Q1Ø...ØQn­Q是永真式。 

 反之亦然。 

 证毕 
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 定理: 给定一个语言L 及它的公式Q, R，QÚR当且仅当
Q╞R 及R╞Q。 

 证明： 

 因为QÚR，所以有QªR是永真式，即(Q­R)Ø(R ­ Q)
是永真式。 

 Q­R是永真式，R ­ Q是永真式 

 因此，有Q╞R 及R╞Q。 

 反之亦然。 

 证毕 
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 定理: 给定一个语言L , Γ是一个公式集合, Q 是一个公式。    
若Γ╞Q，当且仅当Γ Ç{×Q}不可满足。 

 证明：对于任意模型M=<S, σ> 

 (1).若Γ ╞Q，则Q1Ø...ØQn­Q是永真式。 

 若σ(Q1Ø...ØQn)=0，则σ(Q1Ø...ØQn Ø ×Q)=0，有Γ Ç{×Q}不可
满足。 

 若σ(Q1Ø...ØQn)=1，则σ(× Q)=0，即σ(Q1Ø...ØQn Ø ×Q)=0，有
Γ Ç{×Q}不可满足。 

 (2). Γ Ç{×Q}不可满足，则σ(Q1Ø...ØQn Ø×Q)=0。 

 若σ(Q1Ø...ØQn)=0，则σ(Q1Ø...ØQn­Q)=1。 

 若σ(Q1Ø...ØQn)=1，则σ (×Q)=0，即σ(Q1Ø...ØQn­Q)=1。 

 因此， Q1Ø...ØQn­Q是永真式，即Γ ╞Q。 
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 定理：公式集合Γ不可满足，当且仅当每个公式都是Γ的逻辑
推论。 

 证明： 

 设Γ={Q1,...,Qn}，Q是任一公式 

 因为公式集合Γ不可满足，所以对于任意模型M=<S, σ>， 
σ(Q1Ø...ØQn)=0。 

 σ(Q1Ø...ØQn­Q)=1，即Q1Ø...ØQn­Q是永真式。 

 有Q1,...,Qn╞Q，即Γ╞Q。 

 设每个公式都是Γ的逻辑推论，不妨设公式为0。即Q1,...,Qn╞ 0 

 因为Q1Ø...ØQn­0是永真式，所以Q1Ø...ØQn是永假式，即公式
集合Γ不可满足。 

 证毕 
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 定理: 给定一个语言L, Q是它的公式, Γ是它的公式集, x 是变
元。若x 不是Γ中任意公式的自由变元, 且Γ╞Q， 则Γ╞"xQ。 

 证明： 

 设Γ={Q1,...,Qn} 

 因为Γ╞Q，所以Q1Ø...ØQn­Q是永真式。 

 "x(Q1Ø...ØQn­Q)是永真式。 

 因为x不是Γ中任意公式的自由变元，                
"x(Q1Ø...ØQn­Q) Ú Q1Ø...ØQn­"x Q 

 Q1Ø...ØQn­"x Q是永真式 

 Q1,...,Qn╞"xQ，即Γ╞"xQ 

 证毕 
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 例题："xQ(x) ╞$xQ(x) 

 证明： 

 因为"xQ(x) ╞Q(x)，所以"xQ(x)­ Q(x)是永真式。 

 Q(x)[x/x]= Q(x) 

 Q(x) ­ $xQ(x)是永真式。 

 "xQ(x)­ $xQ(x)是永真式。 

 （"xQ(x)­ Q(x) , Q(x) ­ $xQ(x) ╞ "xQ(x)­ $xQ(x)） 

 "xQ(x) ╞$xQ(x) 

 证毕 
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 例题：$x"yQ(x, y)╞"y$xQ(x, y) 

 例题："x"yQ(x, y)╞ "xQ(x, x) 

 例题：$xQ(x, x)╞ $x$yQ(x, y) 
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 例题："x(Q(x) ­R(x))╞"xQ(x)­"xR(x) 

 证明： 

 Q(x) ­R(x) ╞  "xQ(x)­ R(x) (模型) 

 "x(Q(x) ­R(x))╞"x("xQ(x)­ R(x)) 

 "x ("xQ(x)­ R(x)) ╞"xQ(x)­"xR(x) 

 因此"x(Q(x) ­R(x))╞"xQ(x)­"xR(x) 

 证毕 
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 例题："x(Q(x) ­R(x))╞$xQ(x)­$xR(x) 

 例题：$x(Q(x)ØR(x))╞$xQ(x)Ø$xR(x) 

 例题："xQ(x) Ù"xR(x) ╞"x(Q(x)ÙR(x)) 
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提纲 
 2.1谓词和量词 

 2.2谓词逻辑语法 

 2.3谓词逻辑语义 

 2.4可满足性与有效性 

 2.5相等关系和推论关系 

 2.6公式变换 

 2.7在数据库中的应用 
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代入特性与问题 

 代入：Q(x)[x/t] Ý Q(t) 

•代入使得Q(x)[x/t]关于t所说的与Q(x)关于x所说的是相同
的，比如说，Q是说“x有某个性质”，那么Q(x) [x/t]说，
t有某个性质”。 

 问题 

•y+2中y是自由变元，而在公式"x(Q(x)­$y(x>y))中不是。 

•x是公式Q(x)­$y(x>y))的自由变元，且x在公式$y(R(x,y)约
束变元y的辖域内自由出现， 

•项y对于公式Q(x) ­$y(x>y))中自由变元x是不可代入的。 



计算机学院 

74 计算机学院 74 

代入 
 定义：设L是一阶语言，t和 t '是L的项，x是t中自由
变元，若t中x的任何自由出现都替换为t ' ，则称项t
中的自由变元x被项t '代入 (substitution)。 

 

 定义：设L是一阶语言，t是L的项， Q是合式公式，
x是Q中自由变元，若Q中x的任何自由出现都替换为
t，则称公式Q中的自由变元x被项t代入 (substitution)
。 

•项f(y)，y是自由变元，公式"x(Q(x)­$z(y>z))。 

•(Q(x)­$z(y>z))[y/f(y)] Ý (Q(f(y))­$z(f(y)>z)) 
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代入与可代入 
 定义：设t是项，y是t中任一自由变元，Q是合式公
式，x是Q中自由变元，如果Q中x的任何自由出现都
不在"y($y)的辖域内，则称项t是对Q中自由变元x可
代入的(substitutable)。 

•如果公式"x(Q(x)­$y(R(x,y))中的子公式$y(R(x,y)
的约束变元换名为$z(R(x,z)，即公式
"x(Q(x)­$y(R(x,y))改为公式"x(Q(x)­$z(R(x,z))，
则项y对于公式Q(x)­$z(R(x,z)中自由变元x是可代
入的。 
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 定理：设L是一阶语言，M=<S, σ>是模型，若t和t '是L的项，
则σ(t[x/t'])= σ(t[x/σ(t')])。 

 证明： 

 (1).若t是常元c，则 

 σ(t[x/t']) 

 = σ(c[x/t']) 

 = σ(c) 

 σ(t[x/σ(t')]) 

 = σ(c[x/σ(t')]) 

 = σ(c) 
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 (2).若t是x，则 

 σ(t[x/t']) 

 = σ(x[x/t']) 

 = σ(t') 

 σ(t/[x/σ(t')]) 

 = σ(x[x/σ(t')]) 

 = σ(σ(t')) 

 = σ(t') 

 因此， σ(t[x/t'])= σ(t[x/σ(t')]) 
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 (3).若t是不同于x的变元y，则 

 σ(t[x/t']) 

 = σ(y[x/t']) 

 = σ(y) 

 σ(t[x/σ(t')]) 

 = σ(y[x/σ(t')]) 

 = σ(y) 

 因此， σ( y[x/t'])= σ(y[x/σ(t')]) 
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 (4).若t是f (t1,…,tn)，t1,…,tn项，f 是n元函词，则 

 σ(t[x/t']) 

 = σ(f (t1,…,tn)[x/t']) 

 = σ(f(t1[x/t']),…, tn[x/t'])) 

 = f(σ(t1[x/t']),…, σ(tn[x/t'])) ... 

 = f(σ(t1[x/σ(t')]),…, σ(tn[x/σ(t')])) 

 = σ(f(t1,…,tn)[x/σ(t')]) 

 因此， σ(f (t1,…,tn) [x/t'])= σ(f (t1,…,tn) [x/σ(t')]) 

 有σ(t[x/t'])= σ(t[x/σ(t')]) 

 证毕 
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 定理：设L是一阶语言，模型M=<S, σ>，设t是L的项，Q是L
的公式，若对于公式Q中的x是t可代入的，则           
σ(Q[x/t])= σ(Q[x/σ(t)])。 

 证明： 

 (1).若公式P是Q(t1, t2, …, tn)，则 

 σ(P[x/t])  

 = σ(Q(t1, t2, …, tn)[x/t]) 

 = σ(Q(σ(t1[x/t]),…, σ(tn[x/t]))) 

 = σ(Q(σ(t1[x/σ(t)]),…, σ(tn[x/σ(t)]))) 

 = σ(Q(t1, t2, …, tn)[x/σ(t)]) 

 因此， σ(Q(t1, t2, …, tn) [x/t])= σ(Q(t1, t2, …, tn) [x/σ(t)]) 
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 (2).若P是"xQ(x)或P是"yQ(y) ，则 

 若公式P是"xQ(x) 

 x不是"xQ(x)的自由变元，则 

 σ(P[x/t])  

 = σ("xQ(x)[x/t]) 

 = σ("xQ(x)) 

 σ(P[x/σ(t)]) 

 = σ("xQ(x)[x/σ(t)]) 

 = σ("xQ(x)) 

 因此， σ("xQ(x)[x/t])= σ("xQ(x)[x/σ(t)]) 
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 若公式P是"yQ(y)，则 

 若x不是"yQ(y)的自由变元，则 

 σ(P[x/t])  

 = σ("yQ(y)[x/t]) 

 = σ("yQ(y)) 

 σ(P[x/σ(t)]) 

 = σ("yQ(y)[x/σ(t)]) 

 = σ("yQ(y)) 

 因此， σ("yQ(y)[x/t])= σ("yQ(y)[x/σ(t)]) 
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 若x是"yQ(y)的自由变元，并且x是t可代入的，则 

 σ ("y(Q(y,x)[x/t]))= σ ("y(Q(y,x))[x/σ(t)]) 

 σ ("y(Q(y,x)[x/t])) 

 =σ ("y(Q(y,t))) 

 σ (Q(y,t)[y/d]) 

 =σ (Q(y[y/d],t[y/d])) 

 =σ (Q(d,t)) 

 = QI(d, σ(t)) 

 = QI(d,x)[x/σ(t)] 

 σ ("y(Q(y,x)[x/σ(t)]))=σ ("y(Q(y,x))[x/σ(t)]) 

 若P是"yQ(y)，则σ (("yQ(y))[x/t])= σ (("yQ(y))[x/σ (t)])。 
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 (3).若公式P是$ xQ(x)或P是$ yQ(y) ，则同理可证 
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 (4).若P是×Q，则 

 σ(P[x/t])  

 = σ ((×Q) [x/t]) 

 = ×σ(Q[x/t]) 

 = ×σ (Q[x/σ(t)]) 

 = σ ((×Q)[x/σ(t)]) 

 因此，σ ((×Q)[x/t])= σ((×Q) [x/σ (t)]) 
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 (5).若P是QɣR，ɣ是Ø,Ù,­,ª,Ä，则 

 σ(P[x/t])  

 = σ ((QɣR) [x/t]) 

 = σ (Q [x/t])ɣR [x/t]) 

 = σ (Q [x/t]) ɣσ (R [x/t]) 

 =σ (Q [x/σ (t)]) ɣσ (R [x/σ (t)]) 

 = σ ((QɣR) [x/σ(t)]) 

 因此，σ ((QɣR) [x/t])= σ ((QɣR)[x/σ (t)]) 
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 定理: 给定一个语言L 及它的公式Q, 设x, y 是变元符号, 
且y对于Q中的x 是可代入的，则 "xQ╞"yQ[x/y]。 

 证明： 

 因为y对于Q中的x 是可代入的，所以"xQ╞Q[x/y] for  
any y=d \in D。 

 因为y不是"xQ的自由变元，所以"xQ╞"yQ[x/y]。 

 证毕 
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项替换法则 
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公式替换法则 
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公式替换法则（续） 
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 对偶性 
 定义：设合式公式Q是由原子公式、联结词（× ,Ø,Ù）、
量词（", $）生成的公式，并且在Q中联结词Ø和Ù互换
，量词"和$互换，原子公式和它的否定式互换，而得到
公式Q'，则公式Q和Q'互为对偶式。 
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 定理：设合式公式Q和Q'互为对偶式，则                   
σ(Q) ª σ(×Q')。 
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提纲 
 2.1谓词和量词 

 2.2谓词逻辑语法 

 2.3谓词逻辑语义 

 2.4可满足性与有效性 

 2.5相等关系和推论关系 

 2.6公式变换 

 2.7在数据库中的应用 
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关系数据库示例 

S# SN SD DEAN C# G 

S01  D01  C01 90 

S02  D01  C01 87 

S01  D01  C02 92 

S03 ↔  D02  C01 95 

S04  D02  C02 78 

S05 ӏ  D03  C01 82 

有关学生的关系模式S(S#,SN,SD,DEAN,C#, G) 

简单来说，关系就是一个二维表格！ 

一行称为一个元组！ 
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函数依赖 
  设R(U)是属性集U上的关系模式，X , Y Ì U， r是R(U) 上的

任意一个关系，如果成立 

对"元组t , s Í r，若t[X] = s[X]，则t[Y] = s[Y] 

 那么称“X函数决定Y”，或“Y函数依赖于X”，记作

X­Y,  称X为决定因素 

                 如S# ­ SN， （S#，C#）­ G 

                    
换句话说：不存在元组t , s Í r，t[X] = s[X]，但t[Y] Í s[Y] 
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函数依赖 
关系模式S(S#,SN,SD,DEAN,C#,G)的函数依赖 

(1) S# ­ SN 

(2) S# ­ SD 

S# SN SD DEAN C# G 

S01  D01  C01 90 

S02  D01  C01 87 

S01 ̹ ̹ ̹ C02 92 

S03  D02  C01 95 

S04 ᵠ  D02 ̹ C02 78 

S05  D03  C01 82 

(3) SD ­ DEAN 

(4) (S#, C#)­ G 
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函数依赖是谓词逻辑的真子集 
(1) S# ­ SN 

(2) S# ­ SD 

(3) SD ­ DEAN 

(4) (S#, C#)­ G 

 论域D：所有可能取值的集合 

 变量: xS#1, xSN1, xDEAN1, xSD1, xC#1, xG1; 

              xS#2, xSN2, xDEAN2, xSD2, xC#2, xG2 

 6元谓词S(x1, x2, x3, x4 , x5, x6) 

 为了表达的方便, 令: 

    t = (xS#1, xSN1, xDEAN1, xSD1, xC#1, xG1 xG1) 

    r = (xS#2, xSN2, xDEAN2, xSD1, xC#2, xG2 xG2) 
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函数依赖是谓词逻辑的真子集 

(1) S# ­ SN 

(2) S# ­ SD 

(3) SD ­ DEAN 

(4) (S#, C#)­ G 

(1)"t"r( S(t)ØS(r)ØxS#1= xS#2 ­ xSN1 = xSN2) 

(2)"t"r ( S(t)ØS(r)ØxSD1= xSD2 ­ xDEAN1 = xDEAN2) 

(3)"t"r ( S(t)ØS(r)ØxS#1= xS#2 ­ xSD1 = xSD2) 

(4)"t"r ( S(t)ØS(r)ØxS#1= xS#2 Ø xC#1=xC#2 ­ xG1 = xG2) 

 

 函数依赖可以用于数据的数据完整性检查和数据清洗！ 




